Vektoren

® Ein Vektor mit drei Koordinaten (dreidimensionaler Vektor) ist ein geordnetes
Zahlentripel, welches wir als Spalte schreiben.

® Ein Vektor stellt eine Verschiebung dar, die einen Punkt P auf einen Punkt Q
verschiebt.

® Ein Vektor hat eine Lange und eine Richtung.

® Bildet der Vektor V den Punkt P(p, | p, | p5) auf den Punkt Q(q, | q,1qs) ab,

so gilt:
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® Mit einem Vektor kann man die Lage eines Punktes im Koordinatensystem
beschreiben.
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system. Man nennt den Vektor OP, der den Ursprung auf den Punkt P

abbildet, auch Ortsvektor.

Der Vektor 3 = aD) = beschreibt den Punkt P(3|5]|7) im Koordinaten-

0
0
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® Der Nullvektor © = hat die Lange 0, aber keine festgelegte Richtung.

® Zu jedem Vektor p existiert ein Gegenvektor - p. Beide Vektoren haben die
gleiche Lange, aber entgegensetzte Richtung.



Addition von Vektoren

® Zwei Vektoren a und 3 werden addiert, indem man die einzelnen
Koordinaten der Vektoren miteinander addiert.

o o - [aq] [bq] [aq+Dby
c=a+b=|a,|+|by|=|a,+b,|
az| \bs/ l|az+b;

® Fir alle Vektoren a, E, ¢ einer Ebene oder des Raumes gelten bei der
Addition folgende Gesetze:

«3+b=b+a (Kommutativgesetz),
«3+b+C=(a+b)+c=a+(b+2) (Assoziativgesetz).

® Zeichnerisch werden zwei Vektoren addiert, indem man das Ende des einen
Vektors an die Spitze des anderen Vektors setzt.
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Subtraktion von Vektoren

® Zwei Vektoren a und b werden subtrahiert, indem man die einzelnen
Koordinaten der Vektoren voneinander subtrahiert.

o o - [aq] [bg] [a;-Dby
c=a-b=|a,|-|b,|=|a, b,
az| |bs] laz-b;

® Bei der Subtraktion kann man die beiden Zahlen nicht vertauschen oder
die Klammern beliebig verschieben. Somit gelten bei der Subtraktion das
Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz nicht.

° Zeichneri_§ch werden zwei Vektoren subtrahiert, indem man den Gegen-
vektor — b zum Vektor @ addiert.




Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl

® Multipliziert man einen Vektor a mit einer reellen Zahl r # 0, so erhalt man
einen Vektor r-a, der parallel zu 3 ist.

® Der Vektor r-a ist r-mal so lang wie der Vektor a.
® DerVektor r-a hat die gleiche Richtung wie der Vektor @, wenn r > 0.

® DerVektor r-a hat die entgegengesetzte Richtung wie der Vektor a,
wennr<0.

® Fiir einen Vektor und eine Zahl reR gilt:
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rev=r:vy|=(r-v,|.
V3| |revs

® Multipliziert man einen Vektor @ mit -1, so erhalt man seinen Gegenvektor.
Der Vektor und der Gegenvektor sind gleichlang, aber entgegengerichtet.

® Fiir beliebige Vektoren @, b und reelle Zahlen r, s gilt:
e r-(s-3)=(r-s)-3 (Assoziativgesetz),
- r:(-@)=(n-d=~(r3),

e (r+s)-a=r-a+s- (Distributivgesetz),
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e r(3+b)=r-F+r (Distributivgesetz).
® Die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl (Skalar) wird auch
Skalarmultiplikation genannt .

® Sind zwei Vektoren Vielfache voneinander, d.h. B =r-a, so nennt man sie
kollinear oder linear abhdngig. Die zugehorigen Pfeile haben die gleiche
Richtung, aber unterschiedliche Lange.



Linearkombination

® Gegeben smd drei Vektoren a, b und . Kann man « den Vektor ¢ durch
ra+s-b= c (r,s€R) darstellen, so nennt man ¢ eine Linearkombination
von 3 und b.

® Kann man einen Vektor als Linearkombination von anderen Vektoren
darstellen, so nennt man die Vektoren linear abhangig. Ansonsten sind sie
linear unabhangig.

® Sind mehrere Vektoren linear abhangig, so muss nicht jeder dieser Vektoren
als Linearkombination der anderen darstellbar sein. Es muss jedoch fiir
mindestens einen Vektor moglich sein.

® Lasst sich der Nullvektor durch eine Llnearkomblnatlon von Vektoren 5', E,
<, ... mit von null verschiedenen Koeffizienten r-a +s-b +t-C+...=0
darstellen, so sind die Vektoren linear abhangig.

Ist die Gleichung nur fiir Koeffizienten, die den Wert 0 annehmen, erfiillt,
so sind die Vektoren linear unabhangig.

® Fiir Vektoren in der Ebene gilt:
Hochstens zwei Vektoren einer Ebene sind linear unabhangig.
Jeder Vektor einer Ebene kann als Linearkombination zweier linear
unabhédngiger Vektoren dieser Ebene dargestellt werden.



Untersuchung von Vektoren auf lineare Abhdngigkeit

® Beispiel:
1 3| [-1
Die Vektoren |1], [-1], | 3] sind linear abhangig, das lineare Gleichungs-
system 2 1 3

r+3s- t=0 |
r- s+3t=0 1
2r+ s+ 3t =0 1

hat unendlich viele Losungen.

r=-2t; s=t; t=t
3 -1
+te(-1|+t-

1
Damit gilt: —2t-(1 3
2 1 3
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® Beispiel:

-3
17
18
Gleichungssystem

Die Vektoren

-3r + 5s + 12t
17r + 9s - 10t
18r + 7s + 9t
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hat die Losungen
r=0,s=0und t=0.

Somit sind die drei Vektoren linear unabhangig.
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Rechnen mit Vektoren

® Beispiel:
Beim Viereck ABCD handelt es sich um ein Parallelogramm, bei dem die
Diagonale DB im Verhaltnis 2:1 durch den Punkt P geteilt wird.
D.h. die Strecke DP =2-PB.

® Bestimme die Koordinaten von P.
Fiir den Ortsvektor zum Punkt P gilt:

o)-(2)=(2)+3--2)- )

® Der gesuchte Punkt hat die Koordinaten: P(5 | g)

oP=0D+2PB =(3)+2.
OP—OD+3DB—(4)+3

® Das Parallelogramm konnte natiirlich auch in einem dreidimensionalen
Koordinatensystem liegen. Dann wiirde es sich in der x,x;-Ebene befinden.
Dann wiirde fiir den Ortsvektor zum Punkt P gelten:

ﬁ—ﬁ#ﬁ—o 2 ([0 (o)) ol L (9| [0
= $DB={3|+3-(|6]-(3]|=(3|+5"| 3]=[5]
4 ol \al| \a -4l |4

In diesem Fall hatte der Punkt P die Koordinaten:
P(ol 5| g)



Lange eines Vektors

® Unter dem Betrag eines Vektors versteht man seine Pfeillénge. Er sagt
nichts tber seine Richtung aus.

a
® Der Vektor a = a; hat die Lange (den Betrag)
as

R
131 =ya2+aZ+a2.

® Der Betrag ist kein Vektor, sondern eine Zahl. Diese Zahl kann nicht negativ
sein.

® Den Vektor mit dem Betrag 1 nennt man den Einheitsvektor a,.
Fiir 3 +0 gilt: ag= éi’. Der Einheitsvektor a, hat die gleiche Richtung
wie a.

® Mithilfe des Betrags kann man auch den Abstand zweier Punkte bzw. die
Lange einer Strecke bestimmen.
Zwei Punkte P(p,|p,|ps) und Q(q,1q,q;) haben den Abstand:

— qq| (P4 q17P1 5 5 5
|PQ|= A2~ |P2|| = [|92~P2 =\/(Q1'P1) +(dy~ p)” + (a3 - p3)
[SE! P3 q3~P3
® Beispiel:

Bestimme den Abstand der beiden Punkte P(-6|-2]3) und Q(9]-2]11).
Fiir den Abstand gilt:

_ 9| [-6 9-(-6)
[Po|=|(-2]-|-2]| = (—z—(—z) =(15)2 + (0)2 + (8)2 = 17.
1 |3 1-3
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Skalarprodukt

® Unter dem Winkel ¢ zwischen den Vektoren a und b versteht man den
kleineren der Winkel zwischen den Pfeilen der Vektoren mit gleichem
Anfangspunkt. Der Winkel ist kleiner oder gleich 180°.

Ist ¢ der Winkel zwischen den Vektoren a und b , S0 heifdt

®
3-b=13l-|bl-cosp oder Feb=13l-|bl-cose
das Skalarprodukt von 3 und b..

® Das Ergebnis des Skalarproduktes ist eine reelle Zahl.

® Fir 0°s@<90° ist das Skalarprodukt positiv, da die Betrage von Vektoren
und der cos @ positiv sind.
Fir 90°<@=180° ist das Skalarprodukt negativ, da die Betrdage von
Vektoren positiv sind, aber der cos ¢ negativ ist.

® Sonderfille:
e @=0°% die Vektoren a und b haben die gleiche Richtung.
Esgilt: 3-b =13 |b| (cos (0°) = 1).
« @ =180° die Vektoren a und b haben die entgegengesetzte Richtung.
Es gilt: a 3-b=-13I |b| (cos(180°) = -1).
® In Koordinatenform lautet das Skalarprodukt:
_ [aq) [bg
a-b=|a,l gz =aqbq + ayb, + asbs.
3
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Orthogonale Vektoren

® Mithilfe des Skalarproduktes kann man untersuchen, ob zwei Vektoren
zueinander orthogonal sind.

® Der Winkel zwischen zwei orthogonalen Vektoren a und b betragt 90°.
Damit ergibt sich mit dem Skalarprodukt:

3-b=13l-Ibl-cos (909 =0 (cos(90°) = 0).

® Koordinatenform:

I aq b1
a-b =|a,|-|by|=a4bq +ayb, +asbs=0.
az/ \bs
® Beispiel:
I S |6
Gesucht sind alle Vektoren, die zu a =|2| und auch zu b ={5| orthogonal
sind. 4 4

— Vi — i
Damit der Vektor v =|v,| ein zu a und b orthogonaler Vektor ist, muss

gelten: V3

3V =3V, +2v,+4v3=0 und b-V =6vy+5v,+4vs=0.

Umgewandelt in Stufenform:
3V1 + 2V2+ 4V3 =0

V2_4V3=0

Wahlt man fiir v3 =t als Parameter, so hat dieses LGS die Losungsmenge

L={(-4t;4t;) |t R)}.

-4
4.
1

Fiir die gesuchten Vektoren gilt: V = t-
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Vektorprodukt

® Das Vektorprodukt ist auch unter dem Namen Kreuzprodukt bekannt.

® Beim Vektorprodukt bzw. Kreuzprodukt entsteht bei der Verkniipfung zweier
Vektoren a und b wieder ein Vektor.
Dieser Vektor steht senkrecht (orthogonal) auf den beiden Vektoren a

und b.

® Fiir das Vektorprodukt mit den Vektoren a und b gilt:

R aq b1 azb3 - a3b2
axb =|a,|x|b,y|=|ash; - asbs|-
=E} b3 a1b2 - a2b1

-

® Sind die Vektoren 3 und b parallel, so gilt: @ x b = 0.

® Das Vektorprodukt kann man benutzen, um den Normalenvektor einer Ebene
zu bestimmen.

® Der Betrag des Vektorproduktes ist die Mafzahl des Fldcheninhaltes des
von den Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms:

B P

|3xbl= |3|-|B|-simp.

Tl

|B|-sin<p

0

=
a

A

® Mithilfe des Vektorproduktes kann man das Volumen des von drei Vektoren
3, b und ¢ im Raum aufgespannten Spats bestimmen:

v=|GExb)eel. axb




